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1. ВВЕДЕНИЕ 

 

1.1. Предмет и задачи математической физики.  

Прямая и обратная проблема 
 

Математическая физика — это наука о математических моделях 
физических явлений. 

Математическая модель — описание явления системой математи-
ческих уравнений. 

Процесс научного познания 
строится по циклу факты   мо-
дель   следствия   экспери-
мент, в котором  можно выде-
лить следующие этапы (рис.1):  
1) Изучаемый объект или явле-
ние. 2) Физическая модель. 
3) Математическая модель. 4) 
Математическая задача. 5) Реше-
ние математической задачи. 
6) Интерпретация решения ма-
тематической задачи в терминах 
физической модели. 7) Верифи-
кация решения математической 
задачи средствами физического 
эксперимента.  

Из этой схемы можно определить место математической физики в 
цикле научного познания и область еѐ задач. 

Математическое поле — область пространства, каждой точке ко-
торого соответствует определѐнное значение некоторой математической 
величины. 

В зависимости от того какая величина распределена в простран-
стве, можно выделить скалярные, векторные и тензорные математиче-
ские поля. Если математическое поле образует физическая величина, то 
принято говорить о математическом поле физической величины. 
Например, можно описать распределение температуры в некотором 
объѐме математическим полем температуры.  

Основная задача математической физики — аналитическое ис-
следование математических полей. 

В связи с решением основной задачи математической физики вы-
деляют две проблемы. 

Рис.1. Этапы научного познания 
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Прямая проблема.  Пусть задано математическое поле. Требуется 
определить свойства и основные характеристики этого поля. Решением 
прямой проблемы занимается математическая теория поля. 

Обратная проблема состоит в нахождении конкретного вида поля, 
если известны условия, в которых находится объект или протекает фи-
зическое явление. Решением обратной проблемы занимается теория 
дифференциальных уравнений в частных производных.  

 

Основные этапы развития математической физики 
 

В самостоятельную науку математическая физика выделилась в 
конце XVIII – начале XIX века. Именно в этот период в трудах учѐных 
впервые появляется словосочетание «математическая физика». 

В сущности основы математической физики были заложены ещѐ в 
работах Г. Галилея, И. Кеплера и Р. Декарта. Позднее методы математи-
ческой физики, как теории математических моделей физики, начали 
интенсивно разрабатываться в трудах И. Ньютона и Г. Лейбница по со-
зданию основ классической механики, что потребовало создания нового 
математического аппарата — теории интегрального и дифференциаль-
ного исчисления. 

Дальнейшее развитие методов математической физики связано с 
изучением колебаний, явлений акустики и гидродинамики. Этот период 
связывают с именами таких учѐных как Ж. Даламбер, Ж. Лагранж, 
Л. Эйлер, П. Лаплас, К. Гаусс.  

В XIX  – начале XX вв. развитие математической физики связано с 
решением задач теплопроводности, диффузии, теории упругости, тео-
рии потенциала, электродинамики и др.  В этот период развития мате-
матической физики широкое распространение получают математиче-
ские модели, основанные на вероятностно-статистическом подходе к 
описанию явлений. Большой вклад в развитие математической физики 
на этом этапе внесли Ж. Фурье, Б. Риман, М.В. Остроградский, 
С.В. Ковалевская,  А.М. Ляпунов, В.А. Стеклов, С. Пуассон, Л. Больц-
ман, О. Коши. П. Дирихле, Дж.К. Максвелл, А. Пуанкаре. 

В XX веке возникают новые задачи газовой динамики, физики 
плазмы теории относительности и квантовой механики, что приводит к 
появлению математических моделей, основанных на теории операторов, 
обобщѐнных функциях и функциях комплексного переменного. Разви-
тие методов математической физики на этого этапе связывают с труда-
ми Д. Гильберта, П. Дирака, А. Эйнштейна, Э. Шрѐдингера, Р. Фейн-
мана, Дж. фон Неймана, В. Гейзенберга. 

  

mmdtp://$79663/
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%8F_%D1%81%D1%82%D1%80%D1%83%D0%BD
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%27%D0%90%D0%BB%D0%B0%D0%BC%D0%B1%D0%B5%D1%80,_%D0%96%D0%B0%D0%BD_%D0%9B%D0%B5%D1%80%D0%BE%D0%BD
mmdtp://$79658/
mmdtp://$79670/
mmdtp://$79659/
mmdtp://$79655/
mmdtp://$79669/
mmdtp://$79665/
mmdtp://$79664/
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D0%BB%D0%B5%D0%B2%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F,_%D0%A1%D0%BE%D1%84%D1%8C%D1%8F_%D0%92%D0%B0%D1%81%D0%B8%D0%BB%D1%8C%D0%B5%D0%B2%D0%BD%D0%B0
mmdtp://$79661/
mmdtp://$79667/
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%83%D0%B0%D1%81%D1%81%D0%BE%D0%BD,_%D0%A1%D0%B8%D0%BC%D0%B5%D0%BE%D0%BD_%D0%94%D0%B5%D0%BD%D0%B8
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D1%86%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%9B%D1%8E%D0%B4%D0%B2%D0%B8%D0%B3
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D1%86%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%9B%D1%8E%D0%B4%D0%B2%D0%B8%D0%B3
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D1%88%D0%B8,_%D0%9E%D0%B3%D1%8E%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BD_%D0%9B%D1%83%D0%B8
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B5%D0%B6%D1%91%D0%BD-%D0%94%D0%B8%D1%80%D0%B8%D1%85%D0%BB%D0%B5,_%D0%9F%D0%B5%D1%82%D0%B5%D1%80_%D0%93%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%B2
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%BA%D1%81%D0%B2%D0%B5%D0%BB%D0%BB,_%D0%94%D0%B6%D0%B5%D0%B9%D0%BC%D1%81_%D0%9A%D0%BB%D0%B5%D1%80%D0%BA
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%83%D0%B0%D0%BD%D0%BA%D0%B0%D1%80%D0%B5,_%D0%90%D0%BD%D1%80%D0%B8
http://ru.wikipedia.org/wiki/XX_%D0%B2%D0%B5%D0%BA
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%B0_%D0%BF%D0%BB%D0%B0%D0%B7%D0%BC%D1%8B
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%B0_%D0%BF%D0%BB%D0%B0%D0%B7%D0%BC%D1%8B
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B8%D0%BB%D1%8C%D0%B1%D0%B5%D1%80%D1%82,_%D0%94%D0%B0%D0%B2%D0%B8%D0%B4
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%80%D0%B0%D0%BA,_%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D1%8C_%D0%90%D0%B4%D1%80%D0%B8%D0%B5%D0%BD_%D0%9C%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%81
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%B9%D0%BD%D1%88%D1%82%D0%B5%D0%B9%D0%BD,_%D0%90%D0%BB%D1%8C%D0%B1%D0%B5%D1%80%D1%82
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A8%D1%80%D1%91%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B3%D0%B5%D1%80,_%D0%AD%D1%80%D0%B2%D0%B8%D0%BD_%D0%A0%D1%83%D0%B4%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D1%84_%D0%99%D0%BE%D0%B7%D0%B5%D1%84_%D0%90%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%81%D0%B0%D0%BD%D0%B4%D1%80
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B5%D0%B9%D0%BD%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%A0%D0%B8%D1%87%D0%B0%D1%80%D0%B4
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B5%D0%B9%D0%BD%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%A0%D0%B8%D1%87%D0%B0%D1%80%D0%B4
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%BE%D0%BD_%D0%9D%D0%B5%D0%B9%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%94%D0%B6%D0%BE%D0%BD
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B5%D0%B9%D0%B7%D0%B5%D0%BD%D0%B1%D0%B5%D1%80%D0%B3,_%D0%92%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B5%D1%80_%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%BB
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2. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

 

2.1. Скалярное поле. Поверхности уровня.  

Производная по направлению. Градиент 
 

Если в пространстве или любой части пространства каждой точке 

М сопоставлено значение скалярной величины  ( ), то говорят, что 
задано скалярное поле    ( ).  

Примеры скалярных полей физических величин: поле плотности, 

поле давления, поле электростатического потенциала, поле температуры 

нагретого тела и т. д. 

В общем случае скалярное поле представляет собой функцию трѐх 

пространственных координат и времени    (       )  В случае, когда 
поле     ( ) не зависит от времени  , скалярное поле называют ста-

ционарным (устоявшимся). Для простоты рассуждений при изучении 

основ математической теории поля будем рассматривать только стацио-

нарные поля. 

Скалярные поля могут быть изображены геометрически с помощью 

поверхностей уровня. 

Поверхностью уровня скалярного поля    ( ) называется 

множество точек пространства, в которых скалярная функция  ( ) 

имеет некоторое постоянное значение. 

Уравнение поверхности уровня имеет вид:  (     )     где 
         В случае двумерного поля    (   ) поверхности уровня 
вырождаются в линии уровня. 

Примерами поверхностей уровня являются, в частности, эквипо-

тенциальные поверхности поля точечного заряда, в поле температу-

ры — изотермы (       ), в поле давлений — изобары (       ). 
Пусть в некоторой области про-

странства задано скалярное поле 

   ( ). Для количественной ха-
рактеристики быстроты изменения 

поля в окрестностях произвольной 

точки поля    вводят понятие про-

изводной по направлению. 

Пусть скалярное поле    ( ) 
имеет в точке    зачение  (  )  

Рис.2
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   (рис.2), а в точке   , находящейся на расстоянии    от    в направ-

лении  ⃗ — значение         . 

Производной скалярного поля    ( ) в точке    по направ-

лению  ⃗ называется предел отношения приращения скалярного поля    

при смещении на    вдоль  ⃗ к величине этого смещения, когда послед-
нее стремится к нулю. 

 
  

  
     

    

 (  )   (  )

  
        

    

  

  
  (2.1.1) 

В отличие от обычной про-

изводной значение производной 

по направлению зависит от вы-

бора направления. Найдѐм алго-

ритм, позволяющий найти про-

изводную по направлению в 

точке, если заданы скалярное 

поле и некоторое направление. 

Проведѐм через    линию 

уровня, соответствующую зна-

чению     (  ). Построим 

также линию уровня, соответ-

ствующую большему значению 

поля         (рис.3). 

Найдѐм производные по направ-

лению нормали к линии уровня 

 ⃗⃗, и произвольному направле-

нию  ⃗ ( ⃗⃗    ⃗ — единичные). 

По определению производной по направлению: 
  

  
     

     

 ( )   (  )

   
        

     

  

  
  

  

  
     

     

 ( )   (  )

   
        

     

  

  
  

Из анализа рисунка и условий, что              , видно, что 

           ( ⃗⃗  ⃗
̂

). Учитывая это, можно показать, что: 

 
  

  
  

  

  
    ( ⃗⃗  ⃗

̂
)  (2.1.2) 

Рис.3

232 
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 Из анализа выражения (2.1.2) следует, что в любой точке поля 

производная по нормали к линии уровня больше производной по любо-

му другому направлению. Таким образом, можно считать, что направ-

ление нормали определяет направление наибыстрейшего возрастания 

поля. Это направление выделяют особо, и связывают с ним понятие 

градиента скалярного поля. 

Градиентом скалярного поля    ( ) в точке    называются 

вектор, направленный в сторону наибыстрейшего возрастания скаляр-

ного поля, модуль которого равен производной скалярного поля по это-

му направлению: 

       (  )  
  

  
 ⃗⃗  (2.1.3) 

С учѐтом (2.1.3) и определения скалярного произведения векторов 

формула (2.1.2) перепишите в виде:  

 

  

  
  

  

  
       ( ⃗⃗  ⃗

̂
)  (

  

  
 ⃗⃗)   ⃗             ⃗  

 |      |     (  ⃗⃗⃗ ⃗  ⃗
̂

)           
(2.1.4) 

Из выражения (2.1.4) следует, что производная по произвольному 

направлению любому направлению  ⃗ равна проекции модуля градиента 
на это направление. 

Найдѐм координаты градиента в декартовой системе координат. По 

формуле (2.1.4):        
  

  
,         

  

  
,        

  

  
. Следователь-

но, в декартовой системе координат: 

        
  

  
 ⃗    

  

  
 ⃗   

  

  
 ⃗⃗  (2.1.5) 

Модуль градиента скалярного поля рассчитывается по формуле: 

|      |  √(
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

  

Координаты          единичного вектора  ⃗ в декартовой системе 

координат (рис.3) могут быть определены как        ,        , 

       , где     ,      ,      — направляющие косинусы направле-

ния   ⃗  

Как уже было показано в выражении (2.1.4): 
  

  
          ⃗. Тогда, 

учитывая свойства скалярного произведения векторов, производная по 

направлению может быть найдена следующим образом: 
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       (2.1.6) 

 

Операторы Гамильтона и Лапласа 

 
Оператор Гамильтона (оператор набла) — векторный диффе-

ренциальный оператор первого порядка вида: 

   ⃗
 

  
  ⃗

 

  
  ⃗⃗

 

  
  

С учѐтом этого, градиент скалярного поля может быть записан как 

            
Свойства градиента: 

1.  (       )             
2.  (  )           
3.  ( )             
4.   ( )    ( )   . 

 

Оператор Лапласа (лапласиан) — скалярный дифференциальный 

оператор второго порядка вида: 

  
  

   
 

  

   
 

  

   
  

Операторы Лапласа и Гамильтона связаны между собой соотноше-

нием:    ( )    . 

 

2.2. Векторное поле. Векторная функция.  

Векторные линии 
 

Векторная функция скалярного аргумента 

 

Если каждому значению скалярного параметра   отвечает опреде-

лѐнный вектор  ⃗( ), то вектор  ⃗   ⃗( ) называется векторной функци-

ей скалярного аргумента  . В декартовой системе координат вектор-

ная функция записывается в виде:   ⃗( )    ( ) ⃗    ( ) ⃗    ( ) ⃗⃗   

Для графического представления зависимости  ⃗   ⃗( ) используют 
понятие годографа векторной функции. 
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Годографом векторной функции  ⃗   ⃗( ) называется линия, ко-
торую описывает конец вектора  ⃗( ) при изменении   в случае, когда 

начало  ⃗( ) помещено в фиксированную точку — полюс годографа. 

Примером векторной функции является радиус–вектор  ⃗   ⃗( )  В 
этом случае полюсом годографа является начало координат  (     ), 
годографом радиус–вектора является траектория движения материаль-

ной точки. 

Производная векторной функции  ⃗   ⃗( ) по скалярному аргу-
менту   определяется аналогично производной скалярной функции:  

 
  ⃗

  
     

    

 ⃗(    )   ⃗( )

  
        

    

  ⃗

  
   

Производная векторной функции лежит на касательной к годогра-

фу векторной функции. В частности, вектор мгновенной скорости 

 ⃗  
  ⃗

  
 лежит на касательной к траектории движения тела. 

 

Векторное поле 
 

Если в некоторой области пространства каждой точке М  сопостав-

лен определѐнный вектор  ⃗( ), то говорят, что задано векторное поле 

 ⃗   ⃗( ). 
В декартовой системе координат векторное поле задаѐтся вектор-

ной функцией  ⃗( )    (     ) ⃗    (     ) ⃗    (     ) ⃗⃗, где  

  (     ),   (     ),   (     ) — скалярные поля. Задание одного век-

торного поля равносильно заданию совокупности трѐх скалярных по-

лей. 

Если компоненты векторного поля               , то поле 

 ⃗   ⃗( ) называют однородным. 

Примерами векторных полей физических величин являются поле 

силы тяжести, поле напряжѐнности точечного заряда, поле индукции 

магнитного поля постоянного тока и т.д.  

Векторной линией векторного поля называется кривая, в каждой 

точке которой вектор направлен 

по касательной к этой кривой. 

Если |  ⃗|   , то        

следовательно  ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗ (рис.4). По 
свойству векторного произве-

дения   ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗   . Следователь-
но, 

Рис.4

31 
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|
 ⃗      ⃗     ⃗⃗
        
        

|=0; 

 ⃗(         )   ⃗(         )   ⃗⃗(         )     

,

           

           
           

    

{
  
 

  
 
  

  
 

  

  

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  

      
  

  
 

  

  
 

  

  
  

Решение полученной системы дифференциальных уравнений пред-

ставляет собой уравнение векторных линий векторного поля  ⃗  
 ⃗(     ). 

 

Производная векторного поля по направлению 

 

Производная векторного поля  ⃗   ⃗( ) по направлению  ⃗ опреде-
ляется аналогично производной по направлению скалярного поля: 

 
  ⃗

  
     

    

 ⃗(  )   ⃗(  )

  
        

    

  ⃗

  
   

В декартовой системе координат производная векторного поля по 

направлению находится как 
  ⃗⃗

  
 (  ⃗⃗⃗ ⃗ ) ⃗   где   ⃗⃗⃗ ⃗ — единичный вектор 

направления  ⃗  
 

2.3. Дифференциальные характеристики скалярного  

и векторного полей 
 

Будем искать величины, однозначно характеризующие быстроту 

изменения поля в каждой его точке. 

 

Случай скалярного поля 

 

Пусть задано скалярное поле    (   ). Если для дифференци-

альной характеристики скалярного поля  использовать совокупность 

частных производных (
  

  
 
  

  
) по взаимно перпендикулярным направ-

лениям   и  , то окажется, что такая характеристика будет зависеть от 
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выбора системы координат. Следовательно, пара значений частных 

производных по взаимно перпендикулярным направлениям не является 

инвариантной дифференциальной характеристикой скалярного поля. 

Инвариантной дифференциальной характеристикой скалярного по-

ля является поле его градиентов       . Действительно, вектор        
  

  
 ⃗⃗  не зависит от выбора системы координат, его модуль 

|      |  √(
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

       

 

Случай векторного поля 

 

Пусть задано векторное поле  ⃗   ⃗(   ). Ему можно сопоставить 
два скалярных поля   (   ) и   (   ). Также как и в случае скалярного 

поля можно показать, что величины     и     не являются инвариант-

ной дифференциальной характеристикой векторного поля  ⃗, так как 

зависят от выбора системы координат. 

Инвариантной дифференциальной характеристикой векторного по-

ля является его тензор–производная: 

  ⃗

  ⃗
 

(

 
 

   

  
     

   

  
   

  
     

   

  )

 
 
  

Заметим, что как в случае скалярного поля величины 
  

  
 и 

  

  
 явля-

ются компонентами инвариантной дифференциальной характеристики 

      ,  так и в случае векторного поля величины     и     являются 

компонентами инвариантной дифференциальной характеристики — 

тензор–производной. 

 

2.4. Элементы тензорного исчисления 
 

Тензором второго ранга в базисе  ⃗   ⃗   ⃗  называется величина, 

характеризуемая в трѐхмерном пространстве девятью числами     

(         ): 

 ̂  (

                   

                   

                   

)  
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преобразующихся при переходе в базис  ⃗ 
   ⃗ 

   ⃗ 
  по формуле: 

   
  ∑ ∑            

 

   

 

   

 

где (   ) — матрица перехода от базиса  ⃗   ⃗   ⃗  к базису  ⃗ 
   ⃗ 

   ⃗ 
   

Компоненты матрицы перехода находятся как        ( ⃗   ̂   ⃗ 
 ), 

         .  

Тензор p-го ранга в трѐхмерном пространстве представляет собой 

совокупность    компонент. В n–мерном пространстве тензор второго 

ранга описывается совокупностью    скалярных величин. В n–мерном 

пространстве тензор p–го ранга характеризуется    компонентами. Та-

ким образом, можно считать, что вектор — это тензор первого ранга, а 

скаляр — тензор нулевого ранга.    

Тензор, заданный в n–мерном пространстве, имеет n инвариантов, 

состоящих из его компонентов. В частности, в любом базисе постоян-

ными остаются определитель матрицы и сумма элементов еѐ главной 

диагонали.  

 

Тензор инерции 

 

В физике понятие момента инерции тела относительно некоторой 

оси определяется как величина равная сумме произведений масс всех 

его точек на квадрат расстояния от них до этой оси: 

  ∑    
 

 

   

  

Для каждого тела существует бесконечное множество значений 

момента инерции. Инвариант, характеризующий инертные свойства тел, 

представляет собой тензор второго ранга — тензор инерции: 

 ̂  ∑   ̂ 

 

   

  

где тензор  ̂  определяется как 

 ̂  (

           

           

           

). 
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В частности, тензор инерции сплошного диска радиуса   и массой 

  относительно оси, проходящей через его центр перпендикулярно 

диску и совпадающей с координатной осью   , может быть записан как  

 ̂  
   

 
(
   
   
   

)  

 

Скалярный и векторный инварианты  

тензор–производной векторного поля 

 

Как уже было сказано ранее, инвариантной дифференциальной ха-

рактеристикой векторного поля  ⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗ является тензор 

вида:  

  ⃗

  ⃗
 

(

 
 
 
 

   

  

   

  

   

  
   

  

   

  

   

  
   

  

   

  

   

  )

 
 
 
 

  

Выделим в этом тензоре два инварианта, имеющих важное значе-

ние для физических приложений. 

Дивергенцией векторного поля  ⃗   ⃗( ) называется скалярная 
функция 

     ⃗  
   

  
 

   

  
 

   

  
   ⃗  

Ротором векторного поля  ⃗   ⃗( ) называется векторная функция 

     ⃗  ||

 ⃗  ⃗  ⃗⃗
 

  

 

  

 

  
      

||     ⃗  

Свойства дивергенции: 

1)      ⃗   , если  ⃗       ; 

2)     ( ⃗   ⃗⃗)       ⃗       ⃗⃗; 

3)     (  ⃗)   (  ⃗)   (  ⃗)   ⃗          ⃗   ⃗         
Свойства ротора: 

1)      ⃗   , если  ⃗       ; 

2)     ( ⃗   ⃗⃗)       ⃗       ⃗⃗; 

3)     (  ⃗)    (  ⃗)   (   ⃗)      ⃗. 
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 Если      ⃗( )   , то поле  ⃗   ⃗( ) называют безвихревым или 

потенциальным. Для такого поля справедливо  ⃗( )         ( ), 
где  ( ) — потенциал векторного поля  ⃗   ⃗( ). 

Если      ⃗( )   , то поле  ⃗   ⃗( ) называется вихревым или 

соленоидальным. 

Дифференциальные характеристики векторного поля могут быть 

однозначно описаны, если одновременно известны дивергенция и ротор 

этого поля. 

 

2.5. Поток векторного поля. Теорема Остроградского–Гаусса 
 

Пусть задано векторное поле  ⃗   ⃗( ). Выберем в этом поле ма-
лую площадку    такую, что во всех еѐ 

точках поле можно считать постоянным 

(рис.5). 

Потоком векторного поля  ⃗  
 ⃗( ) через площадку    называется ве-

личина     ⃗  ⃗⃗ ⃗⃗⃗, где   ⃗⃗⃗⃗⃗ =  ⃗⃗  ,  ⃗⃗ — 

нормаль к   . 

Поток векторного поля через по-

верхность   может быть найден как 

  ∬    Тогда потоком векторного 

поля называется величина 

  ∬ ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

 

Если поверхность   замкнута и ограничивает некоторый объем  , 

то поток векторного поля может быть найден по теореме Остроград-

ского–Гаусса: 

∯ ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗

 

 ∭     ⃗   

 ( )

  

 

 

2.6. Циркуляция векторного поля. Теорема Стокса 
 

Пусть в поле  ⃗   ⃗( ) задана некоторая замкнутая линия  , и вы-
брано положительное направление еѐ обхода (рис.6). Разобьѐм   на 

участки   ⃗⃗⃗⃗ .  

 

Рис.5

1 
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Циркуляцией векторного поля  ⃗ 

вдоль линии   называется величина 

  ∮  ⃗   ⃗⃗⃗⃗

 

  

Если замкнутая кривая   ограничи-

вает поверхность  , то величина  цирку-

ляции может быть найдена по теореме 
Стокса. 

Теорема Стокса: циркуляция век-

торного поля по замкнутому контуру   равна потоку ротора этого век-

тора через поверхность  , опирающуюся на контур L. 

∮ ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ∬     ⃗

 

   ⃗⃗ ⃗⃗⃗

 

  

 

 

2.7. Вопросы для самопроверки 
 

1. Дайте определение скалярному полю.  

2. Приведите примеры скалярных математических полей физиче-

ских величин. 

3. С помощью какого приѐма визуализируется скалярное поле? 

4. Запишите уравнение поверхности уровня скалярного поля. 

5. Что такое производная по направлению?  

6. Что называют градиентом скалярного поля? 

7. По какой формуле рассчитывается градиент скалярного поля в 

декартовой системе координат?  

8. Какой вид имеет оператор набла в декартовой системе коорди-

нат?  

9. Какой вид имеет лапласиан в декартовой системе координат?  

10. Что такое векторная функция скалярного аргумента? 

11. Приведите примеры использования векторных функций в физи-
ке. 

12. Что называют годографом векторной функции? Для чего ис-
пользуется это понятие? 

13. Что является годографом радиус-вектора материальной точки? 

14. Что такое векторное поле? 
15. Дайте определение векторной линии векторного поля. 

Рис.6

51 
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16. Каким образом можно найти уравнение векторных линий? 

17. Назовите инвариантные дифференциальные характеристики 

скалярных и векторных полей. 

18. Что такое тензор? 
19. Сколько компонент содержит тензор p-го ранга в n-мерном про-

странстве? 

20. Дайте определение тензора инерции. 
21. Что такое ротор векторного поля? 
22. Что такое дивергенция векторного поля? 
23. Какое поле называют соленоидальным? 
24. Какое поле называют потенциальным? 
25. Что такое поток векторного поля? С какой целью вводится это 

понятие? 

26. Сформулируйте теорему Остроградского-Гаусса. В каких слу-

чаях еѐ можно применять? 

27. Дайте определение циркуляции векторного поля.  
28. Сформулируйте теорему Стокса. В каких случаях еѐ можно 

применять? 
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3. КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

 

3.1. Дифференциальные уравнения в частных производных 
 

Дифференциальное уравнение в частных производных — урав-

нение, связывающее искомую функцию, независимые переменные и 

частные производные искомой функции по этим независимым перемен-

ным. 

Порядком дифференциального уравнения с частным производ-

ным называется порядок старшей частной производной, входящей в 

уравнение. 

Дифференциальное уравнение в частных производных называют 

линейным, если оно линейно относительно искомой функции и всех еѐ 

частных производных. 

Для физических приложений особый интерес представляют линей-

ные дифференциальные уравнения второго порядка. 

Решением (интегралом) дифференциального уравнения в частных 

производных называется функция, которая, будучи подставленной в 

дифференциальное уравнение вместо искомой функции, обращает его в 

тождество.  

Общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

в частных производных представляет собой совокупность всех функ-

ций, удовлетворяющих условию решения дифференциального уравне-

ния.  

Для того, чтобы из бесконечного множества решений дифференци-

альных уравнений выделить частное решение, описывающее реальный 

физический процесс, необходимо присоединить к дифференциальному 

уравнению дополнительные условия — начальные и граничные. 

Начальные условия задают значения искомой функции и (или) еѐ 

первой производной в начальный момент времени (   ). 

Граничные (краевые) условия задают значения искомой функции 

и (или) еѐ первой производной на границах области поиска решения. 
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3.2. Типы дифференциальных уравнений в частных 

производных второго порядка 
 

В общем случае линейное дифференциальное уравнение в частных 

производных функции    (   ) имеет вид: 

  
   

   
   

   

    
  

   

   
  

  

  
  

  

  
         (3.2.1) 

где A, B, C, D, E, F, G — известные непрерывные функции от x и y (в 

частном случае — постоянные коэффициенты). 

Если    , уравнение (3.2.1) называют однородным, при     — 

неоднородным. 

Назовѐм величину          дискриминантом уравнения (3.2.1). 

Если в заданной области: 

1)      , то уравнение (3.2.1) относится к уравнениям гиперболи-

ческого типа; 

2)     , то уравнение (3.2.1) относится к уравнениям параболиче-

ского типа; 

3)     , то уравнение (3.2.1) относится к уравнениям  эллиптиче-

ского типа. 

На сегодняшний день все известные физические задачи сводятся к 

решению уравнений указанных трѐх типов. Для каждого из типов диф-

ференциальных уравнений разработаны определѐнные методы их реше-

ния, известны характерные свойства соответствующих решений. 

Примеры уравнений математической физики 

1. Уравнения гиперболического типа. 

а) 
   

   
      

    — уравнение колебаний струны (одномерное волно-

вое уравнение); 

б) 
   

   
   (

   

    
   

   ) — уравнение колебаний мембраны; 

в) 
   

   
      — общее волновое уравнение. 

Уравнения гиперболического типа описывают периодические про-

цессы. 

2. Уравнения параболического типа. 

а) 
  

  
      

    — одномерное уравнение теплопроводности (  —  

температура);  
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б) 
  

  
      

    — одномерное уравнение диффузии (  — концен-

трация вещества); 

в)  
  

  
    (       )    

  

  
 — общее (временно е) уравнение 

Шрѐдингера. 

Уравнения параболического типа, преимущественно, описывают 

необратимые процессы. 

3. Уравнения эллиптического типа. 

а) 
   

    
   

    
   

      — уравнение Лапласа (    ); 

б)      — уравнение Пуассона; 

в)    
  

  
(   )    — стационарное уравнение Шрѐдингера. 

Уравнения эллиптического типа описывают стационарные про-

цессы. 

 

3.3. Вывод уравнения колебаний струны 
 

Будем понимать под струной однородную гибкую упругую нить с 

постоянной линейной плотностью. Пусть струна, длиной   натянута и 
закреплена в точках     и     (рис.7). Если струну отклонить от еѐ 
первоначального положения и отпустить, то она будет совершать попе-

речные колебания возле положения равновесия.  

Будем рассматривать ма-

лые отклонения точек струны. 

Можно предполагать, что дви-

жение точек струны происходит 

перпендикулярно оси    в од-

ной плоскости. При этом про-

цесс колебаний описывается 

функцией    (   ), опреде-
ляющей отклонение точки с координатой   в момент времени  . Функ-

ция    (   ) определяет положение струны в любой момент времени 

(профиль струны). 

Малость отклонения точек струны понимается в следующем  

смысле. 

1) Угол между касательной к произвольной точке и осью    мал 

настолько, что его синус примерно равен его тангенсу:          . 

Рис.7

61 
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2) Изменение силы упругости, возникающее вследствие дополни-

тельной деформации, мало по сравнению с силой натяжения струны в 

положении равновесия. Иными словами будем считать силу натяжения 

струны в процессе колебаний постоянной. 

Рассмотрим малый участок 

струны (      ), массой 

      ,   — линейная плот-

ность (рис.8). Длина рассматри-

ваемого участка струны при-

мерно равна    в силу малости 

отклонения.  

Равнодействующая сил  ⃗⃗  и  ⃗⃗ , действующих на участок   , со-

общает ему ускорение 
   

   
  Тогда из второго закона Ньютона: 

     (    )           
   

   
  

С учѐтом малости отклонений заменим в уравнении          , 

   (    )    (    ). Учтѐм также, что в силу однородности 
струны         . Из геометрического смысла производной следует, 

что     
  (   )

  
;   (    )  

  (      )

  
 . 

Отсюда,  

 [ 
  (      )

  
 

  (   )

  
 ]      

   

   
  

По теореме Лагранжа о среднем значении: 

  (      )

  
 

  (   )

  
 

   

   
     

С учѐтом этого, 

 
   

   
        

   

   
  

Сократив на   , и поделив обе части уравнения на   получим: 

   

   
 

 

 

   

   
  

Обозначим √
 

 
    Тогда уравнение колебаний струны примет 

вид: 

   

   
   

   

   
  

где   — скорость распространения упругой волны по струне.  

Рис.8 
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3.4. Вывод уравнения теплопроводности 
 

Пусть на оси    лежит однородный стержень, теплоизолирован-

ный от внешней среды (рис.9). Если в начальный момент времени с уве-

личением   температура уменьшалась, то с течением времени будет 

происходить процесс теплопередачи в положительном направлении 

оси   . 

Будем описывать этот процесс 

функцией    (   ), определяю-

щей температуру в сечении стержня 

с координатой   в момент времени  .  

Определим физический смысл 

еѐ первых частных производных по 

координате   и времени  : 
  

  
|
       

 — быстрота изменения температуры в данном сечении; 

  

  
|
       

 — значение градиента температуры в данный момент 

времени. 

Выберем в стержне произвольно два сечения с координатами   и 

    . Количество теплоты, проходящее через сечение стержня с ко-

ординатой  , определяется эмпирическим законом Фурье для теплопро-

водности: 

  ( )     
  (   )

  
      

где   — коэффициент теплопроводности,   — площадь сечения стерж-

ня,    — время. Количество теплоты, проходящее через сечение стерж-

ня с координатой     : 

  (    )     
  (      )

  
       

За одно и тоже время    на участок стержня    входит тепла   , 

выходит   . Их разность    идѐт на повышение температуры участка 

стрежня: 

          *
  (      )

  
 

  (   )

  
+      

     
   

   
        

Будем считать участок стержня    столь малым, что в каждый мо-

мент времени температура в каждом его сечении одинакова. Тогда за 

Рис.9

1 
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время   , температура в каждой точке участка    увеличится на 

    (      )   (   ). 

Количество теплоты, необходимое для этого:  

                 [ (      )   (   )]  

С учѐтом теоремы о среднем, получим: 

          
  

  
    

По закону сохранения энергии: 

       
  

  
    

   

   
        

  

  
 

 

  

   

   
  

где 
 

  
 — коэффициент температуропроводности. 

Для унификации записи уравнений обозначим 
 

  
   . Тогда, од-

номерное уравнение теплопроводности примет вид: 

  

  
   

   

   
  

 

3.5. Классификация задач математической физики.  

Постановка задач математической физики,  

условие корректности 
 

Как отмечалось ранее, для однозначного решения дифференциаль-

ного уравнения в частных производных необходимо присоединить к 

нему дополнительные условия — начальные и граничные. В зависимо-

сти от того, какие из условий могут быть заданы, задачи математиче-

ской физики делятся на три типа: задача Коши, смешанная задача и 
краевая задача. 

1. Задача Коши. Если процесс протекает в бесконечном интервале 

(бесконечная струна, бесконечный стержень), то краевые условия не  

задаются и задача сводится к задаче только с начальными условиями —  

задаче Коши. 

2. Смешанная задача. Если рассматривается задача для конечного 

промежутка, то должны быть заданы и начальные и граничные условия. 

Это, так называемая, смешанная задача. 

Рассмотрим на примере смешанной задачи о колебаниях закреп-

лѐнной струны способы задания начальных и граничных условий.  
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Пусть струна длиной   натянута и закреплена на концах. Началь-

ная форма струны описывается функцией    ( ), начальная ско-

рость точек струны задаѐтся функцией    ( ). 
Граничные условия. Колебания струны описываются функцией 

   (   ). Считая, что концы струны закреплены в точках     и 

   , граничные условия  будут заданы следующим образом:  (   )  
 ,  (   )   . 

Начальные условия. Начальная форма струны будет задана как 

 (   )   ( ), начальная скорость точек струны:   
 (   )   ( ). 

3. Краевая задача. К краевым сводятся задачи, описывающие ста-

ционарные процессы. В этом случае время   в уравнение не входит, со-

ответственно начальные условия не задаются, и в задаче ставят только 

граничные (краевые) условия, то есть указывают поведение искомой 

функции на границе области. Если задаѐтся поведение самой искомой 

функции, то  такую задачу называют задачей Дирихле, если задаѐтся 

значение первой производной искомой функции — задачей Неймана. 

Определение начальных и граничных условий должно быть таким, 

чтобы малые изменения данных задачи вызывали лишь малые измене-

ния в еѐ решении. В этом случае говорят, что решение устойчиво от-

носительно исходных данных. 
Задача математической физики считается поставленной коррект-

но, если решение, удовлетворяющее всем еѐ условиям, существует 

единственно и устойчиво. 

 

3.6. Вопросы для самопроверки 
 

1. Что называют дифференциальным уравнением с частными про-

изводными? 

2. Какое дифференциальное уравнение в частных производных 

называется линейным?  

3. Приведите пример линейного дифференциального уравнения в 

частных производных второго порядка 

4. Что такое интеграл дифференциального уравнения в частных 

производных? 

5. Что называют общим решением дифференциального уравнения 

с частными производными? 

6. По какому признаку классифицируются дифференциальные 

уравнения в частных производных второго порядка? 
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7. Запишите уравнение колебаний струны. К какому типу уравне-

ний оно относится? 

8. Запишите одномерное уравнение теплопроводности. К какому 

типу уравнений оно относится? 

9. Запишите уравнение Лапласа. К какому типу уравнений оно от-

носится? 

10. Каким общим признаком характеризуются физические процес-
сы, описываемые дифференциальными уравнениями гипербо-

лического типа. 

11. Каким общим признаком характеризуются физические процес-
сы, описываемые дифференциальными уравнениями параболи-

ческого типа? 

12. Каким общим признаком характеризуются физические процес-
сы, описываемые дифференциальными уравнениями эллиптиче-

ского типа? 

13. На основании какого общего закона природы выводится урав-
нение теплопроводности?  

14. Что задают начальные условия? 
15. Что задают граничные условия? 
16. Для чего необходима постановка начальных и граничных усло-

вий? 

17. Какая задача называется задачей Коши? 
18. Какие условия должны быть заданы в задаче Коши? 

19. Какой физический смысл имеет условие, заданное для задачи 
Коши о свободных колебаниях струны:  (   )   ( )? 

20. Какая задача называется смешанной? 
21. В какой задаче задаются только краевые условия?  
22. Приведите примеры  задания начальных и граничных условий.  
23. В каком случае можно считать решение задачи устойчивым от-

носительно исходных данных? 

24. В каком случае считается, что задача математической физики 
поставлена корректно?  
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4. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 

 

4.1. Решение задачи Коши о свободных колебаниях  

струны методом Даламбера 
 

Пусть струна является настолько протяжѐнной, что за интересую-

щее нас время колебание, вызванное отклонением точек некоторого 

среднего участка струны, не успевает достигнуть еѐ концов. В этом слу-

чае граничные условия можно не учитывать. Это задача Коши о беско-

нечной струне. 

Решение задачи сводится к решению уравнения колебаний струны 

 
   

   
   

   

   
  (4.1.1) 

при начальных условиях:  

 
 (   )   ( ), 

  
 (   )   ( )  

(4.1.2) 

Метод Даламбера — это метод бегущих волн. Будем искать реше-

ние в виде: 

  (   )   (    )   (    )  (4.1.3) 

где       — любые дважды дифференцируемые функции от   и  . Ре-

шение в виде (4.1.3) означает, что реальная форма струны в каждый мо-

мент времени может быть представлена суперпозицией волн, бегущих 

навстречу друг другу с одинаковой скоростью  . 

Проверим, что (4.1.3) является решением уравнения (4.1.1). Для 

этого найдѐм частные производные функции (4.1.3) по   и  : 

  
 (   )    (    )    (    )  

   
  (   )     (    )     (    )  

  
 (   )      (    )     (    )  

   
  (   )    [   (    )     (    )]  

Заменяя в последней производной выражение, стоящее в квадрат-

ных скобках, на значение второй производной по координате    
  , полу-

чим:    
        

  . 

Подставляя последнее выражение в уравнение (4.1.1), получим 

верное тождество. Это означает, что функция вида (4.1.3) удовлетворяет 
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условию решения уравнения колебаний струны  (4.1.1). Решение урав-

нения (4.1.1) в виде (4.1.3) называют решением Даламбера. 

Определим функции   и   из начальных условий. В начальный 

момент времени    :  

 (   )   ( )   ( )   ( )  
  
 (   )      ( )     ( )   ( )  

Таким образом, для нахождения   и   необходимо решить систему 

уравнений: 

 {
 ( )   ( )   ( )            

    ( )     ( )   ( ) 
 (4.1.4) 

Для упрощения второго уравнения системы найдѐм от его правой и 

левой частей интеграл с переменным верхним пределом:  

∫(    ( )     ( ))   

 

 

∫ ( )  

 

 

  

   ( )| 
    ( )| 

  ∫ ( )   

 

 

 

Поделив обе части на  , и подставив верхний и нижний пределы в 

левой части, получим: 

  ( )   ( )   ( )   ( )  
 

 
∫ ( )   

 

 

 

  ( )   ( )  
 

 
∫ ( )    (  ( )   ( )) 

 

 

 

Обозначим     ( )   ( ). Тогда: 

   ( )   ( )  
 

 
∫ ( )     

 

 

  

Таким образом, система (4.1.4) приобретает вид: 

 {

 ( )   ( )   ( )                    

  ( )   ( )  
 

 
∫ ( )      
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Поочерѐдно складывая и вычитая уравнения, выразим функции 

 ( ) и  ( )  

 ( )  
 

 
 ( )  

 

  
∫ ( )  

 

 

 
 

 
  

 ( )  
 

 
 ( )  

 

  
∫ ( )   

 

 

 

 

  

Заменим в полученных значениях  ( ) и  ( ) аргумент   соответ-

ственно на (    ) и (    ). Получим: 

 (    )  
 

 
 ( )  

 

  
∫  ( )  

    

 

 
 

 
  

 (    )  
 

 
 ( )  

 

  
∫  ( )   

 

 

    

 

  

Подставим полученные значения в решение Даламбера (4.1.3), и, 

после упрощения выражения, получим формулу Даламбера: 

  (   )  
 (    )   (    )

 
 

 

  
∫  ( )   

    

    

  (4.1.5) 

Полученная формула (4.1.5) является решением уравнения колеба-

ний струны (4.1.1), полностью удовлетворяющим начальным услови-

ям (4.1.2). 

 

 

4.2. Решение смешанной задачи о колебаниях конечной струны  

с закреплѐнными концами методом Фурье 
 

Рассмотрим задачу в свободных колебаниях струны, закреплѐнной 

на обоих концах. Она сводится к решению уравнения колебаний струны 

 
   

   
   

   

   
  (4.2.1) 

при граничных условиях 

 
 (   )     
 (   )     

(4.2.2) 
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и начальных условиях 

 
 (   )   ( ), 

  
 (   )   ( )  

(4.2.3) 

Это смешанная задача о колебаниях закреплѐнной струны. Будем 

решать еѐ методом Фурье. 
Метод Фурье — метод разделения переменных. Его суть сводится 

к тому, что искомую функцию, зависящую от нескольких переменных, 

представляют в виде произведения нескольких функций, каждая из ко-

торых зависит только от одной переменной. В нашем случае функцию 

   (   ) представляют в виде произведения двух функций:  ( ), за-
висящей только от координаты  , и  ( ), зависящей только от 
ни     

  (   )   ( )  ( )  (4.2.4) 

Выясним, при каких условиях уравнение колебаний струны (4.2.1) 

разрешимо в виде (4.2.4). Для этого подставим (4.2.4) в уравнение 

(4.2.1). Учитывая, что    
      ( )  ( )  и     

    ( )    ( ), получим: 

 ( )    ( )       ( ) ( )   
В полученном выражении разделим правую и левую части на 

   ( ) ( ): 
   ( )

   ( )
 

   ( )

 ( )
  

Анализируя полученное выражение можно прийти к выводу, что 

его левая часть точно не зависит от  , а правая — не зависит от  . Сле-

довательно, отношения  
   ( )

   ( )
 и 

   ( )

 ( )
 не зависит ни от   ни от  . Это 

возможно лишь в том случае, если эти отношения равны одной и той же 

постоянной величине. Обозначим еѐ как    : 

 
   ( )

   ( )
 

   ( )

 ( )
      (4.2.5) 

где   — параметр разделения. Таким образом, мы приходим к выводу, 

что уравнение колебаний струны (4.2.1) разрешимо в виде (4.2.4) в том 

случае, если выполняется условие (4.2.5). 

Условие (4.2.5)  позволяет разделить дифференциальное уравнение 

в частных производных (4.2.1) на два обыкновенных дифференциаль-

ных уравнения: 

{
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Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений получим 

решение этих уравнений в виде: 

{
 ( )      (   )      (   ) 
 ( )      (  )      (  )    

 

где         — некоторые неизвестные постоянные интегрирования. 

Подставим полученные решения в выражение (4.2.4): 

 (   )  [    (   )      (   )] [    (  )      (  )]  

Таким образом, дальнейшее решение уравнения колебаний струны 

методом Фурье сводится к нахождению значений         и  , удо-
влетворяющих начальным и граничным условиям. 

Учтѐм граничные условия (4.2.2): 

 (   )   ( )[    (   )      (   )]                                 

 (   )   ( )[    (   )]         (  )         (  )       

    
  

 
              

Полученное значение     
  

 
 называют собственным значением 

для данной краевой задачи, а соответствующие им функции   ( )  
      (   ) — собственными функциями. 

С учѐтом полученных значений, частное решение уравнения коле-

баний струны (4.2.1), удовлетворяющее граничным условиям примет 

вид: 

  (   )  [    (    )      (    )]     (   )  

Обозначим:        и       . Тогда: 

  (   )  [     (    )       (    )]    (   )  

Так как уравнение (4.2.1) однородное и линейное, то сумма его ре-

шений также является его решением:  

 (   )  ∑  (   ) 

 

   

 

Отсюда: 

  (   )  ∑[     (    )       (    )]    (   ) 

 

   

 (4.2.6) 

Подберѐм числа    и    так, чтобы решение (4.2.6) удовлетворяло 

начальным условиям (4.2.3).  

Из условия, что  (   )   ( ), следует, что: 
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 (   )  ∑     (   )

 

   

  ( )  

что представляет собой разложение функции  ( ) в ряд Фурье по сину-

сам, где коэффициент    рассчитывается как: 

    
 

 
∫ ( )    (   )  

 

 

  (4.2.7) 

Из условия, что   
 (   )   ( ), следует, что: 

  
 (   )  ∑  

 

   

      (   )    ( )  

что представляет собой разложение функции  ( ) в ряд Фурье по сину-

сам, где коэффициент    рассчитывается как: 

    
 

    
∫ ( )    (   )  

 

 

  (4.2.8) 

Таким образом, решение уравнения (4.2.1) полностью удовлетво-

ряющее всем граничным (4.2.2) и начальным условиям (4.2.3), имеет 

вид: 

  (   )  ∑*     (
  

 
  )       (

  

 
  )+    (

  

 
 )  

 

   

 (4.2.9) 

где   , и    выражаются по формулам (4.2.7) и (4.2.8). 

 

Стоячие волны, их суперпозиция 
 

Определим физический смысл полученного решения (4.2.9). Для 

этого выясним какой физический процесс описывает частное решение 

  (   )  [     (    )        (     )]    (   )  

Умножим правую часть этого выражения на величину 
√  

    
 

√  
    

 
. Обозна-

чим числитель √  
    

    , а знаменатель внесѐм за скобки, почлен-

но поделив слагаемые: 

  (   )    (
  

√  
    

 
   (    )  

  

√  
    

 
   (    ))    (   )  
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Используя основное тригонометрическое тождество, легко доказать, что 
  

√  
    

 
 и 

  

√  
    

 
 являются, соответственно, синусом и косинусом неко-

торого угла     
  

√  
    

 
      , 

  

√  
    

 
        Тогда: 

  (   )       (   )[   (    )          (    )      ]  

Свернѐм выражение, стоящее в квадратных скобках, воспользовавшись 

формулой синуса суммы углов: 

  (   )       (   )    (       )  

Полученное выражение представляет собой уравнение стоячей 

волны. Это значит, что все точки струны  совершают гармонические 
колебания с одной и той же ча-

стотой        
 

 
√

 

 
   и 

амплитудой      (   ). В точ-
ках с координатами    

  
 

 
 
  

 
  

  

 
      амплитуда коле-

баний      
  

 
   , следова-

тельно, точки остаются непо-

движными — это узлы стоячей 

волны. Узлы разбивают струну 

на   участков, середины кото-

рых — пучности стоячей вол-

ны — колеблются с максималь-
ной амплитудой (рис.10). 

Наименьшая собственная 

частота    
 

 
√

 

 
  называется 

частотой основного тона. 

Кратные частоты        

называют гармониками или 

обертонами. Для каждой гар-

моники наибольшая амплитуда 

колебаний    √  
    

  будет 

определяться еѐ номером   и 

начальными условиями (4.2.3), 

так как    и   , в свою очередь, 

определяются начальной фор-

Рис.10

91 

Рис.11

091 
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мой струны и начальной скоростью еѐ точек. На рис.11 показан харак-

терный спектр колебаний струны. 

Поскольку общее решение  (   )  ∑  (   ), то следует пони-
мать, что решение (4.2.9) представляет собой суперпозицию стоячих 
волн с кратными частотами. Решение (4.2.9), записанное в виде 

 (   )  ∑     (
  

 
 )    (       )

 

   

  

означает, что струна излучает музыкальную ноту с частотой   
  

  
 

 

  
√

 

 
; совокупность амплитуд        характеризует спектр ноты 

(тембр звука), определяемый начальными условиями (4.2.3). 

 

4.3. Решение задачи Коши для одномерного уравнения  

теплопроводности 
 

Решим задачу о распространении тепла в тонком длинном тепло-

проводящем стержне, теплоизолированном от внешней среды. Этот 

процесс описывается одномерным уравнением теплопроводности 

Будем считать стержень настолько длинным, что можно не учитывать 

температурные условия на его концах. В этом случае стержень можно 

считать бесконечным, и граничные условия можно не учитывать. Пусть 

в начальный момент времени распределение температуры в стержне 

задано функцией 

Тогда описание процесса распространения  тепла в стержне будет 

сводиться к решению задачи Коши для одномерного уравнения тепло-

проводности (4.3.1) при начальных условиях (4.3.2). Будем искать еѐ 

решение методом Фурье:  

Аналогично тому, как это было сделано в п. 4.2., разделим уравне-

ние (4.3.1) на два уравнения: 

  
          

         

            

 
  

  
   

   

   
  (4.3.1) 

  (   )   ( ). (4.3.2) 

  (   )   ( ) ( )  (4.3.3) 
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где   — параметр разделения. Отсюда: 

 

{
  

 
               

              

  

Первое уравнение системы решается следующим образом: 
 

 

  

  
        

  

 
          

Взяв интеграл от обеих частей, получим: 

              

 ( )            
Решение второго уравнения системы:  

 ( )      (  )      (  )  
Таким образом: 

,
 ( )                                      

 ( )      (  )      (  ) 
  

где         — некоторые произвольные постоянные. Подставив полу-

ченные решения в (4.3.3), получим частное решение уравнения (4.3.1.): 

Можно заметить, что для любого значения   полученное частное реше-

ние будет являться решением уравнения (4.3.1). Следовательно, коэф-

фициенты  ,   и   могут быть произвольными коэффициентами от  . 

Обозначим  ( )    ,  ( )    . Тогда, семейство частных решений 

уравнения теплопроводности (4.3.1.) имеет вид: 

Поскольку          а уравнение (4.3.1) линейное и однородное, 
то суперпозиция частных решений (4.3.4): 

 (   )  ∫   (   )

  

  

    

  (   )  [    (  )      (  )]           

   (   )  [ ( )   (  )   ( )    (  )]         (4.3.4) 

  (   )  ∫ [ ( )   (  )   ( )    (  )]       

  

  

    (4.3.5) 
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Функции  ( ) и  ( ) должны быть такими, чтобы выполнялось 

начальное условие (4.3.2). При     множитель         становится рав-

ным единице, а функция  (   ) обращается в  ( ). Тогда: 

Из математического анализа известно, что обобщением ряда Фурье 

для всей числовой оси (     ) является интегральная формула 

Фурье: 

где коэффициенты  ( ) и  ( ) находятся по формулам 

 ( )  
 

  
∫  ( )    (  )   

  

  

 

 ( )  
 

  
∫  ( )    (  )   

  

  

 

Подставим коэффициенты  ( ) и  ( ) в интегральную формулу Фурье: 

 ( )  
 

  
∫ *   (  ) ∫  ( )

  

  

   (  )     

  

  

 

     (  ) ∫  ( )

  

  

   (  )   +      

Внесѐм    (  ) и     (  ) под знак интеграла, и, воспользовавшись 

формулой косинуса разности углов, свернѐм полученное выражение: 

Из сравнения (4.3.5) и (4.3.7), и с учѐтом (4.3.8), следует, что реше-

нием (4.3.1), удовлетворяющим начальным условиям, будет функция: 

 (   )  
 

  
∫        

  

  

  ∫  ( )     (   )   

  

  

 

  (   )  ∫ [ ( )    (  )   ( )

  

  

   (  )]     ( )  (4.3.6) 

  ( )  ∫ [ ( )    (  )   ( )    (  )]    

  

  

 (4.3.7) 

  ( )  
 

  
∫   ∫  ( )

  

  

    (   )   

  

  

 (4.3.8) 
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Упростим полученное решение. Учитывая чѐтность функции коси-

нуса, запишем: 

 (   )  
 

 
∫  ( )  

  

  

∫            (   )  

 

 

  

Из математического анализа известно, что: 

∫            (   )   
√ 

  √ 
 
  

(   ) 

    

 

 

  

С учѐтом последней формулы, общее решение уравнения теплопровод-

ности (4.3.1), удовлетворяющее начальному условию (4.3.2), имеет вид: 

Полученное решение (4.3.9) называется формулой Пуассона. 

 

Фундаментальное решение уравнения  

теплопроводности и его физический смысл 

 

Для определения физического смысла полученного решения (4.3.9) 

рассмотрим фундаментальное решение уравнения теплопроводности.  

Фундаментальным решением уравнения теплопроводности назы-

вают функцию  

являющуюся частным решением уравнения теплопроводности (4.3.1). 

Фундаментальное решение является решением задачи теплопроводно-

сти в бесконечном стержне при начальном распределении температуры 

в виде теплового импульса. 

Понятие теплового импульса имеет следующую интерпретацию. 

Если в начальный момент времени мгновенно сообщить стержню коли-

чество теплоты    в точке      то температура в точке     подни-

мется до   , а в остальных точках температура останется прежней. В 

этом случае решение уравнения  (4.3.9) можно представить в виде: 

 (   )  
  

  √  
 
 

  

      

  (   )  
 

  √  
∫  ( )  

  
(   ) 

      

  

  

  (4.3.9) 

   (   )  
 

  √  
 
  

(   ) 

      (4.3.10) 



38 

 

Графики распределения 

температуры для различных мо-

ментов времени (   ) пред-
ставлены на рис.12. 

Таким образом, физический 

смысл решения (4.3.9) можно 

представить как суперпозицию 

температур, возникающих в точ-

ке стержня с координатой   в 

момент времени   вследствие 

непрерывно распределѐнных по 

стержню тепловых импульсов 

 ( ), приложенных к точкам 

стержня     в момент времени 

   .  

 

 

4.4. Уравнение Лапласа. Гармонические функции. Решение 

уравнения Лапласа в сферических координатах методом Фурье. 

Полиномы Лежандра. Понятие о сферических  

и шаровых функциях 
 

Решение большого числа краевых задач математической физики 

приводит к решению уравнения Лапласа: 

Ему удовлетворяют, например, потенциал электростатического по-

ля в той области пространства, где отсутствуют заряды. К уравнению 

Лапласа приводится уравнение теплопроводности для стационарного 

распространения температуры. При определѐнном граничном условии, 

задающем функцию на некоторой замкнутой поверхности, уравнение 

Лапласа имеет однозначное решение. 

Функции, удовлетворяющие решению уравнению Лапласа, назы-

ваются гармоническими функциями. 

В зависимости от формы поверхности, на которой задано гранич-

ное условие, для решения уравнения Лапласа используют различные 

системы координат. Рассмотрим решение уравнения Лапласа в сфери-

ческой системе координат. Для этого вначале определим вид уравнения 

Лапласа в сферических координатах. 

       (4.4.1) 

Рис.12
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В криволинейной системе координатах оператор Лапласа имеет 

вид: 

  
 

      
[
 

   
(
    

  
 
 

   
)  

 

   
(
    

  
 
 

   
)  

 

   
(
    

  
 
 

   
)]  

где   ,   ,    — криволинейные координаты,   ,   ,    — коэффици-

енты Ламе. В сферических координатах положение точки в простран-

стве задаѐтся величинами  ,  ,  . Соответственно,     ,     , 

    , а коэффициенты Ламе        ;        ;       

       Подставляя соответствующие координаты и значения коэффици-
ентов Ламе в формулу для нахождения лапласиана в криволинейных 

координатах, получим уравнение Лапласа сферических координатах в 

следующем виде: 

Будем искать его решение методом Фурье.  Представим искомую 

функцию в виде произведения двух функций: 

Подставим (4.4.3) в уравнение (4.4.2): 

 

  
 
 

  
(  

  

  
)  

 

      
 
 

  
(     

  

  
)  

 

       
 
   

   
     

Разделим переменные: 

где   – некоторая постоянная (параметр разделения). 

Из полученного выражения следует, что 

 

Решение (4.4.6) также будем искать методом разделения перемен-

ных: 

 
 

  

 

  
(  

  

  
)  

 

      
 
 

  
(    

  

  
)  

 

       
 
   

   
    (4.4.2) 

  (     )   ( )  (   )  (4.4.3) 

 
 
  (    

  )

 
  

 
     

 
  (    

  
  )

 
 

     
  
   
   

 
    

(4.4.4) 

 
 

  
(  

  

  
)        (4.4.5) 

 
 

    
 
 

  
(    

  

  
)  

 

     
 
   

   
       (4.4.6) 
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Подставляя (4.4.7) в уравнение (4.4.6), получим: 

 

    
 
 

  
(     

  

  
)  

 

     
 
   

   
          

 

    
 
 

  
(     

  

  
)       

 

     
 
   

   
   

Разделим переменные, умножив обе части равенства на 
     

  
: 

где   — параметр разделения. 

Из (4.4.8) получаем уравнения: 

 

Найдѐм решение (4.4.9). Полагая, что     , получим решение 

(4.4.9) в показательной форме: 

где   и   — некоторые постоянные. 

Из свойств сферических координат следует, что функция  ( ) 
должна удовлетворять условию цикличности:  ( )   (    ). Сле-
довательно, m должно являться целочисленным:            

Для нахождения решения уравнения (4.4.10) введѐм обозначения: 

      ,  ( )   ( ). С учѐтом замены уравнение (4.4.10) примет вид: 

Уравнение (4.4.12) называется уравнением Лежандра. В теории 

дифференциальных уравнений доказывается, что решение уравнения 

Лежандра, ограниченное на интервале [–1,1] существуют только при 

   (   ), где   — целое. Следовательно: 

  (   )   ( ) ( )  (4.4.7) 

 
     

 
[

 

    
 
 

  
(     

  

  
)    ]   

 

 
 
   

   
   (4.4.8) 

 
   

   
       (4.4.9) 

 
 

    
 
 

  
(     

  

  
)   (  

 

     
)     (4.4.10) 

  ( )                (4.4.11) 

 (    )         *  
  

    
+      (4.4.12) 

 (    )         * (   )  
  

    
+      (4.4.13) 
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Решение этого уравнения имеет вид: 

где   
( )

 — присоединѐнные полиномы Лежандра. Присоединѐнные 

полиномы Лежандра находятся по формулам Родрига: 

 

где   ( ) — полиномы Лежандра. 

Найдѐм решение уравнения (4.4.5): 
 

  
(    

  
)      . Раскрывая 

скобку, получим  

  
   

   
   

  

  
              (   )  

Будем искать решение в виде       Тогда               
 (   )    . Подставляя производные в уравнение, получим: 

 (   )                       

После упрощения получим выражение: 

 (   )     

Так как    (   ), то  (   )   (   )  Следовательно,    . 
Таким образом, решение уравнение (4.4.5) можно представить в 

виде: 

где   — некоторая постоянная. 

С учѐтом полученных решений (4.4.11) и (4.4.14), можно сделать 

вывод, что решению уравнения (4.4.7) удовлетворяют функции: 

Функции вида (4.4.18) называются сферическими функциями. 

Частными решениями уравнения Лапласа, согласно формуле 

(4.4.3), являются функции вида: 

Функции вида (4.4.19) называются шаровыми функциями. 

Таким образом, общее решение уравнения Лапласа в сферических 

координатах имеет вид: 

  ( )    
( )

(    )  (4.4.14) 

   
( )

( )  (    )
| |

 
 | |

  | |   ( )                , (4.4.15) 

   ( )  
 

    
 
  

   
(    )

 
  (4.4.16) 

  ( )       (4.4.17) 

   
( )

(   )    
( )

(    )        (4.4.18) 

   
( )

(     )   ( )   
( )

(   )  (4.4.19) 
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Задача Дирихле 

 

Задача Дирихле для шара может быть сформулирована следующим 

образом: найти функцию  , удовлетворяющую уравнению Лапласа 
     внутри шара, и краевому условию на границе шара  |   . 

Решение этой задачи сводится к разложению функции  , задающей 
граничное условие, в ряд по полиномам Лежандра (в ряд Фурье–

Лежандра): 

 ( )  ∑     
( )

( ) 

 

   

 

коэффициенты которого вычисляют по формуле 

   
    

 
 
(   ) 

(   ) 
 ∫  ( )

 

  

  
( )

( )    

 

4.5. Уравнение Лапласа в цилиндрических координатах.         

Понятие о функциях Бесселя 
 

При рассмотрении физических процессов в областях с круговой и 

сферической симметрией удобно уравнение Лапласа записывать в ци-

линдрических координатах: 

Его решение сводится к функциям Бесселя:  

которые являются решением уравнения Бесселя: 

  (     )  ∑ ∑           
( )

(    )     

 

   

 

   

  (4.4.20) 

 
 

 

 

  
( 

  

  
)  

 

  
 
   

   
 

   

   
    (4.5.1) 

   ( )  (
 

 
)
 

∑
(  ) 

  (   ) 

 

   

 (
 

 
)
  

  (4.5.2) 

           (     )     (4.5.3) 
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Таким образом, аналогично п. 4.4., решение краевых задач в цилиндри-

ческих координатах  сводится к разложению функции, задающей гра-

ничные условия, в ряд по функциям Бесселя (в ряд Фурье–Бесселя): 

 ( )  ∑    ( ) 

 

   

 

 

4.6. Понятие о методе функции Грина 
 

Метод функции Грина широко используется в теоретической физи-

ке, особенно в квантовой теории поля и статистической физике. Функ-

ция Грина описывает распространение полей от источников их порож-

дающих. 

Представление о методе функции Грина можно получить из анали-

за решения задачи об охлаждении бесконечного стержня. Как уже это 

было показано раньше, эта задача сводится к решению уравнения теп-

лопроводности 
  

  
      

   , при начальном условии  (   )   ( ).  

В методе функции Грина предполагают, что решение этой задачи 

можно представить в виде: 

где s — переменная интегрирования,  (     ) — функция Грина, кон-

кретный вид которой необходимо определить.  

Физический смысл функции Грина состоит в том, что она является 

решением рассматриваемой задачи для «точечного» начального усло-

вия. В рассматриваемой задаче она показывает как влияет точечный 

тепловой импульс на распределение температуры в стержне в различ-

ные моменты времени. Построение функции Грина должно быть таким, 

чтобы решение (4.6.1) удовлетворяло начальным условиям. В частно-

сти, применение метода функции Грина к решению задачи Коши об 

охлаждении бесконечного стержня приводит к решению вида (4.3.9), из 

которого хорошо видно значение соответствующей функции Грина. 

 

4.7. Специальные функции 
 

К специальным функциям относятся рассмотренные ранее сфе-

рические функции, шаровые функции, полиномы Лежандра, функции 

Бесселя. Кроме этого, важное значение при решении задач математиче-

  (   )  ∫  (     )

  

  

 ( )    (4.6.1) 
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ской физики играют такие специальные функции как полиномы Эрмита 

и функции Лагерра. 
Полиномы Эрмита определяются формулой: 

  ( )  (  )    
 
  

   
    

  

а функции Лагерра находятся из формулы: 

  ( )  (  )    
  

   
 (     )  

Эти функции используется при решении задач о движении элек-

трона в кулоновом поле, о распределении электромагнитных волн вдоль 

длинных линий и т.д. 

Специальные функции обладают свойством ортогональности. 

Ортогональными на интервале [   ] называются функции, для 
которых справедливо равенство: 

∫  ( )   ( )

 

 

 ( )      

где  ( ) — вес,    .  

Ортогональность специальных функций позволяет при решении 

широкого класса задач математической физики прибегать к разложению 

в ряды по этим функциям. 

 

 

4.8. Вопросы для самопроверки 
 

1. В каком виде ищется решение задачи Коши о колебаниях стру-

ны методом Даламбера? 

2. В каком виде ищется решение дифференциального уравнения 

методом Фурье? 

3. В каком из методов решение ищется в виде суперпозиции бегу-

щих волн? 

4. В чѐм заключается физический смысл решения задачи о колеба-

ниях закреплѐнной струны методом Фурье? 

5. Как образуются стоячие волны?  

6. На какие характеристики колебаний струны влияют начальные 

условия? 

7. От каких величин зависит частота основной гармоники колеба-

ний закреплѐнной струны? 

8. Можно ли применять метод Фурье для решения задачи Коши о 

распространении тепла в бесконечном стержне?  
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9. Какое решение уравнения теплопроводности называют фунда-

ментальным? В чѐм заключается его физический смысл? 

10. В чѐм заключается физический смысл решения задачи Коши об 
охлаждении бесконечного стержня? 

11. Какие функции называют гармоническими? 
12. Что является обобщением ряда Фурье для всей числовой пря-

мой? 

13. К разложению в какой ряд сводится решение уравнения Лапласа 
в области со сферической симметрией? 

14. Сформулируйте задачу Дирихле для шара. 
15. К разложению в какой ряд сводится решение уравнения Лапласа 

в области с цилиндрической симметрией? 

16. В чѐм заключается идея метода функции Грина? 

17. Перечислите примеры специальных функций. 
18. Какие функции называют ортогональными?  
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